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Резюме: Зависимость давления  газа и газожидкостной смеси от объема 

соответствующего газа разыскивается как линейная функция (метод прогонки). 

Метод прогонки применяется к задаче с начальными условиями с малым параметром 

для системы двумерных гиперболических уравнений первого порядка, описывающих 

движение газа и газожидкостной смеси, соответствующей процессу газлифта в 

добыче нефти в кольцевом пространстве и подъемнике. Предлагается 

асимптотический метод для решения соответствующего квазилинейного уравнения. 

Находится разложение функции неочевидной формы в ряд Маклерона. 

Эффективность метода решения иллюстрируется на конкретном примере. 

  

Ключевые слова: газлифт, гиперболические уравнения, дифференциальные 

уравнения, метод прогонки, метод релаксации, метод характеристики. 

 

1. Введение 

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения с 

постоянным коэффициентом дается согласно теории Эйлера [4]. Как 

известно, решение задачи Коши для дифференциального уравнения 

гиперболического типа второго порядка с постоянным коэффициентом  

дается формулами Даламбера (в двумерном случае), Пуассона (трехмерный 

случай), Кирхгоф (четырехмерный случай)  [10, 11].  Смешанная задача для 

этих уравнений дана в работах [14, 15]. А в рассматриваемой работе  во время 

добычи нефти методом газлифта к дифференциальным уравнениям с 

частными производными гиперболического типа с малым параметром, 

описывающим движение, применяется метод прогонки [1,17]. Здесь для 

нахождения решения применяется замена 

)()(),,(),,(),,( zRttzQtzStzP   . Показывается, что при 

применении к уравнениям движения метода прогонки коэффициенты этих 

функций находятся с помощью двух дифференциальных уравнений. Первое 

из них является решением классического квазилинейного уравнения с 

частными производными, а второе является решением обыкновенного 

дифференциального уравнения. Решение квазилинейного уравнения ищется в 
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неявной форме. Основываясь на методе характеристик [12, 16] приводится 

решение задачи Коши для этих уравнений. Результат иллюстрируется 

примером из конкретной практической задачи [2, 3]. 

2. Постановка задачи 

Известно [6,9,13], что система дифференциальных уравнений 

гиперболического типа с частными производными, описывающих движения 

газа в кольцевом пространстве и газожидкостной смеси в подъемнике в 

процессе газлифта имеет следующий вид    
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Здесь  txPi , -давление накачиваемого в трубу газа (газожидкостная смесь в 

подъемнике),  txQi , -объем газа, ic скорость звука, l глубина скважины, 

параметр ia находится с помощью выражения 
D

g
a

c

i
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2



  . В этом 

выражении  коэффициент гидравлического сопротивления, g  

ускорение свободного падения, D эффективный диаметр кольцевого 

пространства и подъемника. Индексы 1 и 2- параметры, описывающие 

движение  в кольцевом пространстве и подъемнике, соответственно. 

 Если решить систему (1) с помощью метода прямых линий и 

определить объем и давление газожидкостной смеси в каждой точке, тогда 

число уравнений в системе дифференциальных уравнений будет слишком 

велико, и во время компьютерных вычислений возникнут серьезные 

погрешности.  Поэтому мы рассматриваем решение задачи с помощью 

метода релаксации с добавлением малого параметра   , т.е. в системе (1) 

рассмотрим обратное значение глубины скважины как малый параметр  

l2

1
  и проведем замену x

l

x
z 

2
 [5]. В результате из системы (1) 

получим следующую систему уравнений:   
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Граничные условия полученной системы уравнений (2) определим в 

следующем виде [6,7]: 
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Меняя роли аргументов  z  и t  , мы можем написать уравнения (2) в виде 

следующих эквивалентных уравнений:  
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Тогда начальными условиями будут  
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Итак, мы получили задачу (4) и (5), эквивалентную задаче (2) и (3). Так как 

(4) - линейное уравнение, по аналогии мы можем искать зависимость 

давления ),,( tzP  от объема ),,( tzQ   газожидкостной смеси в следующем 

виде [1,8]: 

                                ).()(),,(),,(),,( zRttzQtzStzP                   
(6) 

Здесь мы должны определить ),,( tzS  и )(zR , а скалярная функция )(t - 

любая функция, удоветворяющая следующему условию  
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1)(,0)0( dtt  .                                 (7) 

В частном случае можно выбрать )(t  в виде 
t
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

)(  . 

Чтобы применить метод прогонки, из (6) получим производные по z  и .t   
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           (8) 

Если учитывать производные (8) в системе (4), получим 
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Учитывая 
z

tzQ


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 из второго уравнения этой системы в первом 

уравнении , получим следующее выражение:  
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Если упростить уравнение (10), то 
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Проинтегрируем полученное выражение (11): 
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Пользуясь  интегрированием по частям, получим: 
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Если учитывать это выражение в (12), то получим: 
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Если принять, что полученное выражение  удовлетворяется независимо от  

),,( tzQ , тогда получаются выражения: 
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Полученное уравнение (14) – квазилинейное дифференциальное уравнение с 

частными производными первого порядка.    

Допустим, что для начальных задач (4) и (5) предлагается, чтобы  
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 (15) является однородным уравнением так как уравнение не органичная 

общность можно взят    0zR  .  

Итак, на основе постановки задач (4) и (5) нужно решать квазилинейное 

уравнение (14)  для следующих начальных условий: 
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Решение уравнения (14) будем искать в неявной форме: 

                                                  0,,,,  tzStz                                      (18) 

Если продифференцировать  выражение (18) по t  и z , получим: 

,0













z

S

Sz


,0














t

S

St


 

или  

                          

,
),,(

S

z

z

tzS


















.

),,(

S

t

t

tzS


















                           (19) 

Если учесть выражение (19) в (14), то получим: 

                                    

02 


















 aS

S

tFS

S

z









 

или 

                                   
.02 















S
aS

t
FS

z





                                   (20) 

Полученное нами это выражение является дифференциальным уравнением 

первого порядка с частными производными для    ,,,, tzStz  . Чтобы 

решить квазилинейное уравнение (14) с начальными условиями (17) 

пользуются методом характеристик. Характеристики уравнения (20) имеют 

следующий вид: 
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Отсюда получаем следующие обыкновенные дифференциальные уравнения: 
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Если проинтегрировать последние два уравнения, получим следующую 

систему уравнений: 

                                          

 

 











.
2

,,

2,,ln

2

1

C
F

at
tzS

CaztzS






                                    (22) 



О.З. НАМАЗОВ, Р.М. ТАГИЕВ, …  : ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА … 

 91 

Здесь 1C  и 2C  - постоянные, определяемые из характеристических 

уравнений. В системе (22) примем 0t   

 

 







.,0,

,2,0,ln

2

1

CzS

CazzS




 

и в (17) учтем граничное условие: 

                                         

 

 







.

,2ln

2

1

Cz

Cazz




 

Последнее равенство этой системы напишем в виде  2

1
Cz


  

и учтем в 

первом уравнении системы: 

  ,2ln 12

1

2 CCaC 


  

   ,ln
2

1
122

1
CC

a
C 


  

  .ln
2

1
122 







 CC

a
C   

Последнее равенство подставим в (22) :  

    ,ln
2

12
,, 12 








 CC

aF

at
tzS 


  

или 

       .2,,ln
2

12
,,ln

2

12
,, 

















 aztzS

aF

at
tzS

aF

at
tzS 





  

Последнее выражение можем написать в следующем виде: 

                           

 
 

.
,,

2
1ln

2

12
,, 






















 z

tzFS

at

aF

at
tzS





              (23) 

Легко можно показать, что выражение   ,,tzS  , полученное из (23) при 

начальных условиях (17) является решением квазилинейного уравнения (14)  

[1]. 

2. Асимптотический метод для определения параметров  ,,tzP  и 

 ,,tzQ
 
с помощью параметра  ,,tzS  , заданной в неявном виде: 

Если в соответствии с методом релаксации для определения параметра  

),,( tzS  произвести замену 



1
 , то разложение выражения (23) будет в 

следующем виде: 
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   

 
.

,,
~

2
1ln

2

1

2,,
~21

,,
2

,,








































z
tzS

at

Fa

F

at
tzS

F

at
tzS

F

at
tzS











                        (24) 

Разложение (24) в ряд Маклерона будет иметь вид:  

 

...
!3

),,(
~

!2
),,(

~
),,(

~
)0,,(

~
,,

~

3

0

2

00
























tzS

tzStzStzStzS

              (25) 

В разложении (25) для определения первого члена пользуются случаем 

0 : 

                                         .
)0,,(

~
)0,,(

~

)0,,(
~

0

0

tzQ

tzP
ztzS   

Второй член разложения можно определить в следующем виде: 

 
 

 
 z
z

F

t

F

at

tzSF

t
tzS

F

at

tzS

tzStzS

tzSF

atF

at

a
z

tzS

at

FaF

at
tzS













































































2

0,,
~0,,

~2

),,(
~

),,(
~

),,(
~

),,(
~

2
1

12

2

1

),,(
~

2
1ln

2

12
),,(

~

0

2

0

0

0

 

Проведя аналогию можно определить и другие члены уравнения (25). Если 

учитывать эти члены в (25), тогда параметр  ),,( tzS  можно определить в 

следующем виде:  

                               
 
 

...
2

,,
~








 
 





z

z

F

t

F

at
ztzS                    (26) 
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Если учитывать замену 



1
  в (26) , тогда выражение (23) можно 

определить в виде:  

   
 
 

...
12

,, 






 







z

z

F

t

F

at
ztzS  

Чтобы определить  ,,tzP  в (16) с помощью   ,,tzQ  учтем  ,,tzS  в 

том же выражении: 

                
 

   
   

t

tzQ

F

c

z

tzQ
tzStzQ

z

tzS













 





 ,,,,
,,,,

,,
2

       (27) 

Характеристические уравнения выражения (27) будут иметь следующий вид: 

 
 

 
 

 
  ,0,,

,,

,,

1,,

,,

,,
2



























tzQ

z

tzS

tzSt

tzQ

tzFS

c

z

tzQ
 

 
 

 
.

,,
,,

,,

1 1
2

z

tzS
tzS

dQ

tzFS

c

dtdz






 





 

Отсюда  

 





z

d
tS

tStzQ
0

1 ),,(
),,(),,( 




  

или 

                                            ),,(
~

ln),,(
~

 tzStzQ  .                                      (28) 

Разложение выражения (28) имеет следующий вид: 

                     

 

 

 
 

 

 
...

!2,,
~

,,
~

0,,
~,,

~

,,
~

,,
~

)0,,(
~

ln),,(
~

2

0

2

0

2

2

2

0

0








































































tzS

tzS
tzS

tzS

tzS

tzS

tzStzQ

                  (29) 

Разложение параметра ),,( tzQ  определяется в следующем виде: 
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 

 

 

 
 

 

 
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!2

11

,,

,,
,,

~,,

1

,,

,,

),,(ln,,
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2

2































































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tzS
tzS

tzS

tzS

tzS

tzStzQ

        (30)

 

Если функцию  ,,tzS  , определяющуюся из выражения (26) и функцию 

 ,,tzQ  , определяющуюся из выражения (30) учитывать в выражении (16), 

можем найти функцию  ,,tzP . 

Пример: Как и в [6], примем    z
Cez





   из (17) (C -скорость звука в 

соответствующей среде и   любое постоянное [6]). Вначале можем 

определить функцию  ,,tzS .  

                                     





 12
,, 







 




F

tat
CetzS

z
                          (31)  

Если учесть найденное из этого выражения параметр  ,,tzS  в выражении  

(30), можем найти параметр  ,,tzQ  . Затем учитывая найденные параметры 

 ,,tzS  и  ,,tzQ  в (16) можно найти соответствующее давление газа  

 ,,tzP

 

 
.

121

,,

,,

),,(ln 














 
















































F

tat
Ce

tzS

tzS

tzS
z

 

Полученные результаты сравнивались с результатами из [1] и решения 

совпадают с точностью до 
2

10 . 
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CONSTRUCTION OF THE SWEEP ALGORITHM BY THE RELAXATION 

METHOD FOR SOLVING GASLIFT PROBLEM 

O.Z. Namazov, R.M. Tagiyev, G.S. Alieva 

Abstract: The dependence of the gas pressure and the gas-liquid mixture on the volume of 

the corresponding gas is sought as a linear function (sweep method). The sweep method is 

applied to the problem with initial conditions with a small parameter for a system of two-

dimensional hyperbolic equations of the first order, describing the movement of gas and 

gas-liquid mixture corresponding to the gas lift process in oil production in the annular 

space and lift. An asymptotic method for solving the corresponding quasilinear equation is 

proposed. The  decomposition of the function of nonobvious form in the Macleroon seriees 

is found. The effectiveness of the solution method is illustrated by a specific example. 

Keywords: Gas lift, hyperbolic equations, differential equations, sweep method, relaxation 

method, characterization method. 
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